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В данiй роботi дається алгебричне (на мовi багатомiсних операцiй) та комбiнаторне
(на мовi гiперкубiв) означення ортогональностi двох операцiй рiзної арностi, яке вiдрi-
зняється вiд загальновiдомих означень, встановлено зв’язок мiж композицiєю i ортого-
нальнiстю, а також знайдено критерiй ортогональностi лiнiйних квазiгруп.

Вступ

Функцiя, що визначена на скiнченнiй чи нескiнченнiй множинi називається квазiгру-
повою або оборотною, якщо вона оборотна по кожнiй своїй змiннiй. Bивчення оборотних
функцiй спричинено рiзноманiтними їх застосуваннями в комбiнаторицi [2], алгебрi [2],
криптологiї [3], геометрiї [2] тощо.

Одне з питань, яке виникає при вивченнi оборотних функцiй — це подання багато-
мiсної оборотної функцiї у виглядi композицiї оборотних функцiй вiд меншої кiлькостi
змiнних. При цьому основними є такi питання:

1) можливiсть розкладу оборотних функцiй;
2) описання всiх розкладiв оборотних функцiй;
3) умови, за яких композицiя оборотних функцiй є оборотною.
На перше питання для оборотних функцiй, що визначенi на скiнченнiй множинi, дає

вiдповiдь результат М.М.Глухова [4] про те, що кожна багатомiсна оборотна функцiя є
композицiєю бiнарних оборотних функцiй, якi визначенi на тiй самiй множинi.

Третє питання вивчалось багатьма авторами. Kомпозицiя оборотних операцiй зав-
жди є оборотною, якщо композицiя безповторна, тобто предметнi змiннi не повторю-
ються. Якщо ж принаймнi двi предметнi змiннi повторюються, то композицiя навiть
двох квазiгруп не завжди є квазiгрупою. Наприклад, операцiя 𝑓 , яка визначена рiвнiстю
𝑓(𝑥; 𝑦) = 𝑔(ℎℓ(𝑥; 𝑦); 𝑦), є оборотною тодi i тiльки тодi, коли 𝑔 є лiвооборотною i ортого-
нальною до ℎ (𝑔 ⊥ ℎ) [5]. Критерiй через правооборотну функцiю 𝑔 аналогiчний.

В данiй роботi знайдено критерiй оборотностi композицiї двох операцiй не обов’язково
однiєї арностi. Цим самим, як випливає iз вище сказаного, узагальнюється поняття орто-
гональностi двох операцiй на багатомiсний випадок, причому дане поняття не спiвпадає
iз введеним ранiше (див. [1]).

Нагадаємо, що двi бiнарнi операцiї 𝑔 i ℎ, що визначенi на 𝑄, називаються ортогональ-
ними, якщо система {𝑔(𝑥; 𝑦) = 𝑎, ℎ(𝑥; 𝑦) = 𝑏} має єдиний розв’язок для всiх 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑄.
Кожнiй бiнарнiй операцiї вiдповiдає деякий квадрат (тобто таблиця Келi без обмежень),
а оборотнiй — вiдповiдає латинський квадрат. Ортогональнiсть операцiй означає ортого-
нальнiсть вiдповiдних квадратiв, тобто їх накладання дає квадрат, в клiтинках якого всi
пари рiзнi.

Ортогональнiсть операцiй рiзної арностi

Нехай 𝜐 — довiльне монотонно зростаюче вiдображення множини 0, 𝑘 := {0, 1, . . . , 𝑘}
в 0, 𝑛, де 𝑘 ≤ 𝑛.

Нехай операцiї 𝑔 i ℎ мають арностi 𝑛+1 i 𝑘+1 вiдповiдно, тодi пара бiнарних операцiй
(∘; ∙), якi визначенi рiвностями

𝑥 ∘ 𝑦 := 𝑔(𝑎0, ..., 𝑎𝜐𝑝−1, 𝑥, 𝑎𝜐𝑝+1, ..., 𝑎𝜐𝑚−1, 𝑦, 𝑎𝜐𝑚+1, ..., 𝑎𝑛);

𝑥 ∙ 𝑦 := ℎ(𝑎𝜐0, ..., 𝑎𝜐(𝑝−1), 𝑥, 𝑎𝜐(𝑝+1), ..., 𝑎𝜐(𝑚−1), 𝑦, 𝑎𝜐(𝑚+1), ..., 𝑎𝜐𝑘),
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якщо 𝑚 > 𝑝, i рiвностями

𝑥 ∘ 𝑦 := 𝑔(𝑎0, ..., 𝑎𝜐𝑚−1, 𝑦, 𝑎𝜐𝑚+1, ..., 𝑎𝜐𝑝−1, 𝑥, 𝑎𝜐𝑝+1, ..., 𝑎𝑛);

𝑥 ∙ 𝑦 := ℎ(𝑎𝜐0, ..., 𝑎𝜐(𝑚−1), 𝑦, 𝑎𝜐(𝑚+1), ..., 𝑎𝜐(𝑝−1), 𝑥, 𝑎𝜐(𝑝+1), ..., 𝑎𝜐𝑘),

якщо 𝑚 < 𝑝, називається 𝜐-вiдповiдними {𝑚; 𝑝}-ретрактами.
Означення 1. Двi операцiї 𝑔 i ℎ арностей 𝑛 + 1 i 𝑘 + 1 вiдповiдно, називаються

ортогональними типу (𝑚, 𝜐), якщо для всiх 𝑝 ∈ 0, 𝑘 кожна пара 𝜐-вiдповiдних {𝑚; 𝑝}-
ретрактiв є ортогональною.

Означення 2. Назвемо {𝑚, 𝑝}-зрiзом гiперкуба 𝐻 латинський квадрат, який отри-
мується з 𝐻 фiксацiєю усiх координат крiм 𝑚 i 𝑝.

Приклад. Нехай маємо тернарну операцiю 𝑓(𝑥0, 𝑥1, 𝑥2) = 𝑥0 + 𝑥1 + 𝑥2, яка задана на
множинi 𝑍5. Розглянемо {0, 2}-зрiз куба, який вiдповiдає операцiї 𝑓 . Зафiксуємо 𝑥1 = 1,
тодi {0, 2}-зрiзом даного куба є такий латинський квадрат:

1 2 3 4 0

2 3 4 0 1

3 4 0 1 2

4 0 1 2 3

0 1 2 3 4

Комбiнаторним еквiвалентом означення ортогональностi операцiй є таке:
Означення 3. Два гiперкуби 𝐻1 i 𝐻2, розмiрностей 𝑛+1 i 𝑘+1 вiдповiдно, називаються

ортогональними типу (𝑚, 𝜐), якщо {𝑚, 𝑝}-зрiз гiперкуба 𝐻1 i {𝜐𝑚, 𝜐𝑝}-зрiз гiперкуба 𝐻2

є ортогональними для всiх 𝑝 ∈ 0, 𝑘.

Критерiй оборотностi операцiї

Теорема 1. Нехай 𝜐 — довiльне монотонно зростаюче вiдображення множини 0, 𝑘 в
0, 𝑛, де 𝑘 ≤ 𝑛, операцiї 𝑔 i ℎ мають арностi 𝑛+1 i 𝑘+1 вiдповiдно, а операцiя 𝑓 визначається
рiвнiстю

𝑓(𝑥0, ..., 𝑥𝑛) := 𝑔(𝑥0, ..., 𝑥𝜐𝑚−1, ℎ(𝑥𝜐0, ..., 𝑥𝜐𝑘), 𝑥𝜐𝑚+1, ..., 𝑥𝑛), (1)

до того ж операцiя ℎ є 𝑚-оборотною. Тодi 𝑖-оборотнiсть операцiї 𝑓 еквiвалентна:
∙ 𝑖-оборотностi 𝑔, якщо 𝑖 ̸∈ Im𝜐 або 𝑖 = 𝜐𝑚;1

∙ ортогональностi типу (𝑚, 𝜐) операцiй 𝑓 i ℎ(𝑚), якщо 𝑖 ∈ Im𝜐 i 𝑖 ̸= 𝜐𝑚,
де ℎ(𝑚) є 𝑚-те дiлення операцiї ℎ.

Ортогональнiсть лiнiйних квазiгруп

Композицiя трансляцiй i автоморфiзмiв групи називається лiнiйним перетворенням
групи. Якщо багатоарна квазiгрупа (𝑄, 𝑔) є iзотопом бiнарної групи (𝑄; +), тобто (𝑄; 𝑔) є
iзотопною до (𝑄; 𝑑), де 𝑑(𝑥0, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑥0 + · · · + 𝑥𝑛, i всi компоненти iзотопiї є лiнiйними
перетвореннями, тодi кажуть що (𝑄; 𝑔) лiнiйна. Вiдомо, що кожна (𝑛+1)-арна квазiгрупа
𝑔, будучи лiнiйною над групою (𝑄; +), має єдиний розклад:

𝑔(𝑥0, . . . , 𝑥𝑛) = 𝛼0𝑥0 + · · ·+ 𝛼𝑛𝑥𝑛 + 𝑎, (2)

1Im𝜐 позначає множину всiх значень вiдображення 𝜐.

132



де 𝑎 ∈ 𝑄. Вiн називається канонiчним розкладом, а перетворення 𝛼0, . . . , 𝛼𝑛 — автоморфi-
змами розкладу (𝑄; +) [6]. Лiнiйний iзотоп абелевої групи називається 𝑇 -квазiгрупою.

Теорема 2. Нехай (𝑄; +) — група, (1), (2) i

ℎ(𝑥𝜐0, . . . , 𝑥𝜐𝑘) := 𝛽0𝑥𝜐0 + · · ·+ 𝛽𝑘𝑥𝜐𝑘 + 𝑐 (3)

є канонiчними розкладами операцiй 𝑓, 𝑔, ℎ. Операцiя 𝑓 є квазiгрупою тодi i тiльки тодi
коли iснує 𝑏 ∈ 𝑄 такий що 𝛼𝑚𝛽𝑝 + 𝐼𝑏𝛼𝑝 є пiдстановкою множини 𝑄 для всiх 𝑝 ∈ 0, 𝑘∖{𝑚}.

Наслiдок 1. Нехай виконуються умови теореми 2 та 𝑔, ℎ є 𝑇 -квазiгрупами. Операцiя
𝑓 є квазiгрупою тодi i тiльки тодi коли 𝛼𝑚𝛽𝑝 + 𝛼𝑝 є автоморфiзмом групи (𝑄; +) для всiх
𝑝 ∈ 0, 𝑘∖{𝑚}.

Теорема 3. Нехай виконуються умови теореми 2 та 𝑔, ℎ є 𝑇 -квазiгрупами. Операцiя
𝑓 є ортогональною типу (𝑚, 𝜐) до 𝑔 тодi i тiльки тодi коли вiдображення

∙ 𝛽−1
𝑚 𝛽𝑝 + (𝛼𝜐𝑚𝛽𝑚)

−1𝛼𝜐𝑝 − 𝛼−1
𝑚 𝛼𝑝, якщо 𝑚 < 𝑝;

∙ 𝛼𝜐𝑚𝛽𝑚 − 𝛼𝜐𝑚𝛽𝑝𝛼
−1
𝑝 𝛼𝑚 − 𝛾𝜐𝑝𝛼𝜐𝑝𝛼

−1
𝑝 𝛼𝑚, якщо 𝑚 > 𝑝

є автоморфiзмом групи (𝑄; +) для всiх 𝑝 ∈ 0, 𝑘∖{𝑚}.
Наслiдок 2. Нехай (𝑄; 𝑔) i (𝑄;ℎ) — бiнарнi 𝑇 -квазiгрупи, 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿, 𝜀 — автоморфiзми

(𝑄; +) та 𝑓 визначається (1), тодi операцiя 𝑓 ортогональна типу (0, 𝜀) до операцiї 𝑔 тодi i
тiльки тодi коли 𝛿𝛽−1𝛼 + 𝜀− 𝛾 є автоморфiзмом групи (𝑄; +).

Аналогiчний результат отримуємо для ортогональностi типу (1, 𝜀).

Висновки

Знайдено критерiй оборотностi композицiї двох операцiй не обов’язково однакової ар-
ностi. Цим самим знайдено iнше узагальнення ортогональностi двох операцiй, а саме: двi
операцiї ортогональнi типу (𝑚, 𝜐), якщо ортогональнi 𝜐-вiдповiднi бiнарнi ретракти. Побу-
дованi приклади ортогональних квазiгруп, якi лiнiйнi над деякою абелевою групою. Отже,
встановлено iснування ортогональних операцiй довiльної арностi та гiперкубiв довiльної
розмiрностi та будь-якого порядку, крiм 2 i 6.
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