
Невизначенi величини та їх характеристики
О. I. Провотар, О. В. Лапко

В статтi розглядаються рiзнi способи описання невизначеної величини, а саме: ймо-
вiрнiсний, через випадкову величину; можливiстний, через нечiтку величину, та змi-
шаний, через нечiтку випадкову величину. А також наводяться приклади задач, в яких
можна побачити основнi схожостi та розбiжностi способiв опису.

Вступ

В [6] розглядалися експерименти, результати яких є невизначеними подiями. Проте
часто виникає необхiднiсть кiлькiсного представлення результатiв експерименту у виглядi
деякої величини, яка називається невизначеною величиною. Невизначена величина є дру-
гим (пiсля невизначеної подiї) основним об’єктом вивчення теорiї невизначеностi i забез-
печує бiльш загальний спосiб опису досвiду з невизначеним результатом, чим сукупнiсть
невизначених подiй. Розглядаючи експерименти з невизначеним результатом, ми маємо
справу з невизначеними величинами. Так, число успiхiв у серiї з n випробувань - приклад
невизначеної величини. Iншими прикладами невизначених величин є: число викликiв на
телефоннiй станцiї за одиницю часу, час очiкування чергового виклику; число частинок iз
заданою енергiєю в системах частинок, що розглядаються в статистичнiй фiзицi; середня
добова температура в данiй мiсцевостi i т.д. Невизначена величина характерна тим, що
неможливо точно передбачити її значення, яке вона прийме, але з iншого боку, множина
її можливих значень зазвичай вiдома. Так для числа успiхiв в послiдовностi з випробу-
вань ця множина скiнчена, оскiльки число успiхiв може приймати значення з множини
{1, . . . , 𝑛} . Множина значень невизначеної величини, може збiгатися з дiйсною пiв вiссю,
як у випадку часу очiкування i т.д.

Класична випадкова величина

Спочатку розглянемо класичний ймовiрнiсний апарат пiдрахунку нечiткостi.
Нехай маємо ймовiрнiсний простiр (Ω, 𝑈, 𝑃 ), де Ω- це простiр елементарних подiй, 𝑈

- 𝜎-алгебра на просторi елементарних подiй, а – це класична мiра ймовiрностi, тобто

0 ≤ 𝑃 (𝐴) ≤ 1,

𝑃 (Ω) = 1,

𝑃 (
∞⋃︁
𝑖=1

𝐴𝑖) =
∞∑︁
𝑖=1

𝑃 (𝐴𝑖), для будь-яких 𝑖 ̸= 𝑗, 𝐴𝑖 ∩ 𝐴𝑗 = ∅

Числову функцiю 𝜉(𝑤) вiд елементарної подiї 𝑤 ∈ Ω будемо називати випадковою
величиною, якщо для будь-якого дiйсного 𝑥

{𝜉 ≤ 𝑥} = {𝑤 : 𝜉(𝑤) ≤ 𝑥} ∈ 𝑈 , тобто {𝜉 ≤ 𝑥} є подiєю.
Iншими словами випадкова величина – це числова функцiя Ω → ℜ, яка вимiрна сто-

совно 𝜎 - алгебри 𝑈 .

Нечiтка величина

Виходячи з [4,6], нечiткою величиною А будемо називати нечiтку множину визна-
чену на множинi дiйсних чисел, iншими словами це множина пар

𝐴 = {(𝑤, 𝜇𝐴(𝑤)), 𝑤 ∈ ℜ},
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де 𝜇𝐴 : ℜ → [0, 1] - функцiя належностi нечiткої множини. Тобто функцiя 𝜇𝐴 : ℜ →
[0, 1] може бути визначена, як розподiл можливостей для нечiткої величини .

Так само, як i випадкова величина нечiтка величина може бути дискретною та непе-
рервною в залежностi вiд мiри належностi.

Математичне сподiвання дискретної нечiткої величини будемо визначати, як
сума добутку значення елементу на його можливiсть подiлена на потужнiсть величини
(сума всiх можливостей нечiткої величини), а саме:

𝑀*
𝐴 =

∑︀
𝑤∈Ω 𝜇𝐴(𝑤)𝑤∑︀

𝑤∈Ω 𝜇𝐴

. (1)

Математичне сподiвання неперервної нечiткої величини знаходиться за допо-
могою спiввiдношення (1), але замiсть суми використовується iнтегрування, тобто

𝑀*
𝐴 =

∫︀
𝑤∈Ω𝑤𝜇𝐴(𝑤)𝑑𝑤∫︀
𝑤∈Ω 𝜇𝐴(𝑤)𝑑𝑤

(2)

Нечiтка випадкова величина

Розглянемо випадкову величину з Бiномiальним розподiлом, що зазвичай позначає-
ться як 𝑏(𝑚, 𝑝), де 𝑚- кiлькiсть незалежних експериментiв , а 𝑝 це ймовiрнiсть вдалого
виконання експерименту. Такий розподiл дозволяє визначати, яка ймовiрнiсть виконання
𝑘- вдалих експериментiв. За формулою:

𝑃𝑘 = 𝑘
𝑚𝑝

𝑘(1 − 𝑝)𝑚−𝑘,

Але на практицi не завжди можна визначити точно 𝑝 ймовiрнiсть вдалого виконан-
ня одного окремого експерименту, наприклад, якщо це значення буде визначатися рядом
експертiв. Пропонується визначати таку ймовiрнiсть не числом, а нечiтким числом 𝑝 , для
того щоб врахувати розбiжностi думок експертiв.

Виходячи з [4], нечiтке число 𝐴 – це випукла нечiтка множина висотою 1, визначена на
множинi дiйсних чисел 𝜇𝐴 : ℜ → [0, 1]. Унiмодальними називаються нечiткi числа, у яких
мiра належностi дорiвнює одиницi лише в однiй точцi. А толерантними називаються тi
нечiткi числа, в яких мiра належностi дорiвнює одиницi на промiжку точок. Для зручностi
унiмодальнi нечiткi числа будемо позначати трiйкою чисел (𝑎/𝑐/𝑏), де (𝑎, 𝑏) - iнтервал, на
якому мiра належностi нечiткого числа не дорiвнює нулю, а 𝑐 точка в якiй мiра належностi
дорiвнює 1. Схожим чином будемо позначати й толерантнi нечiткi числа але вже четвiркою
чисел (𝑎/𝑐/𝑑/𝑏), де (𝑎, 𝑏) - так само iнтервал, на якому мiра належностi нечiткого числа
не дорiвнює нулю, а (𝑐, 𝑑) - iнтервал, на якому мiра належностi дорiвнює одиницi.

Для зручностi нечiткi множини будемо описувати за допомогою 𝛼-перерiзiв. Вiдпо-
вiдно до [4] 𝛼-перерiзом нечiткої множини 𝑀 називається звичайна множина вигляду

𝑀 [𝛼] = {𝑥, 𝜇𝑀(𝑥) ≥ 𝛼}.

𝛼-перерiзом нечiткого числа 𝐴 є закритий обмежений iнтервал 𝐴[𝛼] для всiх ви-
гляду 𝛼 ∈ [0, 1]. Будемо позначати нечiткi числа через 𝛼-перерiз таким чином𝐴[𝛼] =
[𝐴1(𝛼), 𝐴2(𝛼)], для всiх 𝛼 ∈ [0, 1], де 𝐴1(𝛼)(𝐴2(𝛼)) монотонно зростаюча (спадаюча) фун-
кцiя вiд 𝛼 при чому 𝐴1(1) ≤ 𝐴2(1).

Замiнивши ймовiрнiсть окремого експерименту в випадковiй величинi 𝑋 з Бiномiаль-
ним розподiлом на нечiтке число 𝐴 ми отримаємо в результатi, що закон розподiлу теж
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буде описуватись нечiтким числом. Тобто ймовiрнiсть станiв випадкової величини буде
визначатися таким чином

𝑃𝑘[𝛼] = {𝐶𝑘
𝑚𝑡

𝑘(1 − 𝑡)𝑚−𝑘|𝑡 ∈ 𝐴[𝛼]}, для всiх 𝛼 ∈ [0, 1],

де 𝐴[𝛼] - 𝛼-перерiзом нечiткого числа 𝐴, що описує ймовiрнiсть вдалого експерименту.
Випадкову величину, параметрами якої будуть нечiткi числа, будемо називати нечi-

ткою випадковою величину. Розподiл ймовiрностей такої випадкової величини теж є
нечiтким числом.

Математичне сподiвання нечiткої випадкової величини знаходиться таким же
самим способом, як i звичайної, але воно як i ймовiрнiсть теж буде нечiтким числом.

Продемонструємо це на прикладi. Знайдемо математичне сподiвання нечiткої випад-
кової величини 𝑋 ∼ 𝑈(𝑎̄, 𝑏̄) розглянутої вище. Математичне сподiвання для неперервної
випадкової величини дорiвнює iнтегралу по всьому простору вiд функцiї щiльностi по-
множеної на значення випадкової величини, а оскiльки для нечiткої випадкової величини
математичне сподiвання буде нечiтким числом, шукатимемо вiдразу 𝛼-перерiзи цього чи-
сла

𝑀𝑋 [𝛼] = {
∫︁ 𝑡

𝑠

(𝑥/(𝑡− 𝑠)𝑑𝑥|𝑠 ∈ 𝑎̄[𝛼], 𝑡 ∈ 𝑏̄[𝛼], 𝑠 < 𝑡}, для всiх 𝛼 ∈ [0, 1].

Помiтивши, що iнтеграл буде завжди дорiвнювати (𝑠 + 𝑡)/2, отримуємо, що матема-
тичне сподiвання дорiвнює середньому арифметичному двох нечiтких чисел, а саме

𝑀𝑋 [𝛼] = (𝑎̄ + 𝑏̄)/2,

для всiх 𝑎̄[0] = [𝑠1, 𝑠2] та 𝑏̄[0] = [𝑡1, 𝑡2] таких, що 𝑠2 < 𝑡1.

Приклад

На АТС кожну хвилину надходить певна кiлькiсть викликiв. Цi виклики обробляю-
ться i комутуються. Знайти ймовiрнiсть(можливiсть) того, що за секунду апаратура АТС
прийме менше 5 викликiв. Позначимо цю подiю 𝑋.

А). Припустимо, що iнтенсивнiсть надходження викликiв за одну секунду становить
2. Застосуємо для цiєї задачi випадкову величину розподiлену за законом Пуассона з па-
раметром 2. Як вiдомо у розподiлi Пуассона ймовiрнiсть станiв визначається наступним
чином

𝑃𝑚 =
𝑎𝑚

𝑚!
𝑒−𝑎.

Тодi ймовiрнiсть надходження на АТС менше 5 викликiв буде дорiвнювати сумi ймо-
вiрностей обробити вiд 0 до 4-х викликiв, тобто

𝑃 (𝑋) =
4∑︁

𝑘=0

𝑃𝑘 =
4∑︁

𝑘=0

2𝑘

𝑘!
𝑒−2 = 𝑒−2(1 + 2 +

4

2
+

8

6
+

16

24
) = 0.95

Б). Припустимо, що надходження викликiв за одну секунду записується нечiткою
множиною А з такою мiрою належностi елементiв

𝜇𝐴(0) = 0.3, 𝜇𝐴(1) = 0.4, 𝜇𝐴(2) = 0.5, 𝜇𝐴(3) = 0.6, 𝜇𝐴(4) = 0.6, 𝜇𝐴(5) = 0.7,

𝜇𝐴(6) = 0.6, 𝜇𝐴(7) = 0.4, 𝜇𝐴(8) = 0.3, 𝜇𝐴(9) = 0.2, 𝜇𝐴(10) = 0.1
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Застосуємо для цiєї задачi нечiтку величину X, визначену вiд 0 до 10 та розподiлом
можливостей таким, як мiра належностi множини А. Щоб знайти можливiсть надходже-
ння на АТС менше 5 викликiв необхiдно знайти максимум можливостей перших п’яти
станiв, тобто

𝜇(𝑋) = max{𝑚𝐴 (0) ,𝑚𝐴 (1) , 𝑚𝐴 (2) ,𝑚𝐴 (3) ,𝑚𝐴 (4)} = 0.6

В). Припустимо, що iнтенсивнiсть надходження викликiв за одну секунду неможливо
визначити однозначно, але можна записати це значення у виглядi нечiткого числа 𝑎̄ =
(1/2/3). Застосуємо для цiєї задачi нечiтку випадкову величину розподiлену за законом
Пуассона з параметром 𝑎̄ = (1/2/3). Як вiдомо у розподiлi Пуассона ймовiрнiсть станiв
визначається наступним чином

𝑃𝑚 =
𝑎̄𝑚

𝑚!
𝑒−𝑎̄.

Тодi ймовiрнiсть надходження на АТС менше 5 викликiв буде дорiвнювати сумi ймо-
вiрностей обробити вiд 0 до 4-х викликiв, тобто

𝑃 (𝑋) =
4∑︁

𝑘=0

𝑃𝑘 =
4∑︁

𝑘=0

𝑎̄𝑘

𝑘!
𝑒−𝑎̄

Але оскiльки це нечiтка випадкова величина то й ймовiрнiсть станiв буде нечiтким
числом, будемо знаходити його через 𝛼-перерiзи, тобто

𝑃 (𝑋)[𝛼] = {
4∑︁

𝑘=0

𝑡𝑘

𝑘!
𝑒−𝑡|𝑡 ∈ 𝑎̄[𝛼]} для всiх 𝛼 ∈ [0, 1].

Запишемо нечiтке число 𝑎̄ = (1/2/3) через 𝛼-перерiзи 𝑎̄[𝛼] = [1 + 𝛼; 3 − 𝛼].
Отже шукана ймовiрнiсть буде дорiвнювати

𝑃 (𝑋)[𝛼] = {
4∑︁

𝑘=0

𝑡𝑘

𝑘!
𝑒−𝑡|𝑡 ∈ [1 + 𝛼; 3 − 𝛼]} = [

4∑︁
𝑘=0

(3 − 𝛼)𝑘

𝑘!
𝑒−(3−𝛼);

4∑︁
𝑘=0

(1 + 𝛼)𝑘

𝑘!
𝑒−(1+𝛼)]

для всiх 𝛼 ∈ [0, 1].

Висновки

У статтi розглядаються рiзнi способи описання невизначеної величини, а саме: ймо-
вiрнiсний, через випадкову величину; можливiстний, через нечiтку величину та змiшаний
нечiтка випадкова величина. Зручнiсть способiв описання невизначених величин досягає-
ться, в першу чергу, за допомогою використання апарату нечiтких множин, який дозво-
ляє виконувати обчислення ймовiрностi та можливостi одних i тих же подiй. Крiм того,
наводяться новi постановки задач i пропонуються вiдповiднi моделi обчислення невизна-
ченостей за допомогою невизначених величин. Розв’язок наведених у статтi прикладiв
використовує як дискретний так i неперервний пiдходи в теорiї нечiткостi.

Передбачається, що запропонованi пiдходи в майбутньому можуть бути узагальне-
нi i дослiдженнi на предмет оптимальностi для певного класу задач. Планується також,
розробити програмну систему, для обчислення рiзних типiв невизначеностей.
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